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VATURA-FUFGASE ZUR WAHRSCHEDLILICHREITSRECHHUIG WD STATISTIX

Seit der Aufnahme der Wahrscheinlichkeitsrechnung und Statistik in
den Lehrplan war der "Komplex Matura-Aufgaben" aus diesem Fach ein
virulentes Problem. Das Teilgebiet der Mathematik hat eben keine
Schultradition wie z.B. die Analysis. Uberdies gibt es eine Kluft
zwiscien zu schwicrigen und zu leichten Aufgaben, der Lésungsweg ist
z.T. nicht kalkulmifig greifbar und kann daher nur schwer schrift-
lich festgehalten werden. Ein Wirksamwerden dieses neuen Stoffge-
bietes wird nicht zuletzt vom Angebot (und der Kenntnis davon) von
geeigneten Maturabeispielen abhingen.

Im folgenden sollen Aufgaben aus verschiedenen Teilgebieten sowie
aus verschiedenen speziellen Anwendungsgebieten der Wahrscheinlich-
keitsrechnung und Statistik angeboten werden, die “Maturareife haben
sollten. Wir sind uns natilirlich dessen bewuBit, daf in vielen Fillen
noch daran zu feilen sein wird. Dies soll als Anstof zu Diskussionen

in diese Richtung verstanden sein.

Die Art der Beispiele ist teilweise ungewfhnlich, sie hingt jedoch
eng mit unserer Auffassung von Stochastik zusammen. Viirfel- und
Glicksspielaufgaben haben ihren Platz, um ein Bild stochastischer
"Mechanismen" zu gewinnen, um den Ablauf eines MModells zu erfassen,
diese Art von Beispielen ist jedoch nicht als das alleinige Ziel
eines Stochastik-Unterrichts zu begreifen, vor allem, wenn man die-
sen immer wieder damit zu legitimieren versucht, dafl er zur Emanzi-
pation der jungen Menschen, zu Einsichten in grundlegende Denkwei-
sen und Methoden, die heute in fast allen Wissenschaften, aber auch
im d6ffentlichen Leben (und da meist mit vielen Fehlvorstellungen
behaftet), einen wichtigen Platz einnehmen.

Abgesehen davon, daB Glicksspielaufgaben weithin bekannt sind, ist

somit klar gelegt, warum solche Beispiele in der folgenden Sammlung

nicht enthalten sind. Vielmehr haben wir (teilweise) bestehende

Aufgaben so modifiziert, daB

- Schiiler einen (umfangreichen) Text erfassen und umsetzenmiissen,

- Schiiller selbst die Annahmen treffen miissen, um die Problemsitua-
tion in eine .Standardsituation tiberzufiithren,

- der Anwendungskontext nicht steril (im Sinne eines Pseudomodells)

ist, er soll Problemsituationen erzeugen, die eine inhaltliche




Interpretation der Ergebnisse herausfordern,
- die getroffenen Annahmen diskutiert werden miissen, insbesondere

auf ihre Schwachstellen hin.

Wir haben damit das Pferd vom Schwanz her aufgezdumt: Wir sind nicht
davon ausgegangen, zuerst die Ziele, die mit einem Stochastik-Unter-
ricnt verfolgt werden sollen, zu formulieren, dann den Unterricht zu
konzipieren und schliefllich Aufgaben zu erstellen, die den Grad der
Erreichung der Ziele abpriifen. Wir haben vielmehr (hier) zuerst Auf-
gaben gestellt, von denen wir meinen, dafl der Maturant sie ldsen
kénnen sollte. Dieses Vorgehen ist pragmatisch, es entspricht jedoch
der Schulrealitit. Potentielle Maturabeispiele bestimmen die Rich-
tung und Ausrichtung des Unterrichts in einem hohen Ausmafi. Soc ge-
sehen miissen wir auch deklarieren, dafl diese Beispiele nicht immer,
nicht in allen Teilen, dem rcalen Unterricht entsprechen, sie sind
in jenen Teilen eben als Absichtserklidrung zu verstehen, den Unter-
richt tendenziell darauf abzustimmen. Wir stehen.nicht an festzu-
stellen, daf}

- das Erfassen und Umsetzen umfangreicher Texte, das Interpretieren
von Ergebnissen in Abstimmung auf eine Problemsituation und ge-
troffene Annahmen eine grofle Hiirde darstellt,

- die Bewertung der L&sung solcher Aufgaben schwierig(er) ist.

Wir sehen jedoch im (teilweise) Erreichen dieser Ziele eine Chance

auf Einldésung von Legitimationsversuchen in Richtung Emanzipation

der jungen Menschen.

Die Beispiele selbst sind nach Teilgebieten sowie nach spezifischen
Anwendungsgebieten geordnet, sie sind mit Hinweisen und Kommentaren
versehen, die Voraussetzungen zur L8sung werden schlagwortartig ange-
geben, Die Quelle des Ausgangsbeispiels wird angegeben, eine kommen-
tierte Bibliographie von Biichern mit vielen {guten) Beispielen ist

angeschlossen.

KoMBINATORIK, BAUMDIAGRAMME, UNABHANGIGKEIT ETC,

1) In dieser Aufcabe soll ein Problem behandelt wercden, das zu den frilhesten Auf-
gabenstellungen der wWahrscheinlichkeitsrechnung gehdrt, das probleme des vartis.
2 Spieler A und B spielen ein Clicksspiel, bei dem es kein Pemis gibt. Reide
Spieler hacen gleiche Chancen. wer zuerst 5 Partien gewonnen hat, bekommt den
Einsatz., Durch "force majewre" mul3 das Spiel pldtzlich abgebrochen werden: A

hat 4 Partien gewonnen, B erst 3. Wie ist der Einsatz zu verteilen? Luca Pacicli

(1445~1514) schlug wor, cen Einsatz proportional zur Anzahl der gewonnenen
Partien aufzuteilen, also 4:3. Andere wollten nur die noch zu spielenden
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Partien in Betracht ziehen und schlucen eine Aufteilung im Verhdltnis 2:1 fir
A zu B vor. De }éré stellte das Problem Pascal, der seine Ldsung am 19.7.1654
Fermat brieflich mitteilte. Er schlug vor, den Einsatz im Verhdltnis 3:1
zwischen A und B aufzuteilen., 1655 erfuhr iHuygens in Paris von diesem Brief-
wechsel mit den noch geheimen I8sungsmethoden. (Fermat gelangte ndmlich auf
einem anderen Wege als Pascal zu demselben Resultat.)

a) Ceben Sie Begriindungen flir die einzelnen Ldsungsversuche und allenfalls
Deispiele, die zeigen, dag die jeweilige Losung Schwachstellen hat.

b) L¥sen Sie die Aufgabe allgemein nach dem Schema von Pascal: Gewinner soll
derjenige sein, der als erster s Partien gewonnen hat. Das Spiel wercde ab-
gebrochen beim Stand (s-m):(s-n) fir A gegen B. Wie ist der Einsatz aufzu-
teilen?

c) Wir nenmen die Amnahme, daB es sich hiebei um ein Glicksspiel handelt, zu-
riick. Es korme auf die Ceschicklichkeit an. Diskutieren Sie die Ldsung von
Pascal unter diesen gadnderten Bedinqungen. Wie soll man nun vorgeshen?

d) Schitzen Sie die Erfolgswahrscheinlichkeit (mit Zahlen aus a)) fir Spieler
A. Berechnen Sie seine Cewinrwahrscheinlichkeit! Wie sind die Einsdtze
zu verteilen? Ist der Schdtzwert zuverldssig? Peurteilen Sie dies mittels
Konfidenzintervallmethoden.

Text auffassen konnen, Raudiagramme, a) und b) einfach, d) Konfidenzinter-
valle, Normalapproximation (einschliefilich der hier schlechten Glite der
Approximation), Interpretation von Ergebnissen nach gewissen (teilweise zu
findenden) Kriterien.

(vgl. Barth e.a.l, S. 42)

Bei einem Cesellschaftsspiel {chuck-a-luck) zahlt der Spieler zum Spielbeginn

einenpetrag e ein, Er wdhlt aus den sechs Zahlen 1,2,...,6 und wirfelt &

drei wlirfel. Zeicen alle drei Wirfel die vom Spieler cenannte Augenzahl, dann

erhilt er das Vierfache seines eingezahlten Betraces; zeicgen zwel Wirfel die-

se Zahl, dann erhdlt er das Dreifache von e; zeigt nur ein Wirfel die cenannte

Zahl, dann erhdlt er das Doppelte des eingezahlten Betrages. Wenn die Zahl

nicht erscheint, erhdlt er nichts. Es sei nun X der Netto-Cewinn des Spielers

bei einer einzigen Partie dieses Spieles. Bestimre unter der Znnahme, daf die

Wirfel ideal sind, a) die Wahrscheinlichkeitsfimktion der Zufallsverdnderlichen

X, b) E(X). Soll der Spieler das Spiel spielen? c¢) Sechs Spieler spielen das

Spiel nach zwei (drei) verschiecdenen Strulegien:

.) Alle sechs setzen zufdllig auf ein und dieselbe Zahl

.) Alle sechs setzen auf verschiedene Zahlen

.) Zwei Gruppen zu drei setzen jeweils auf dieselbe Zahl: die 2zwei Gruppen
spreciien sich ab und setzen micht auf dieselbe Zahl.

Berechnen Sie Erwartungswert und Varianz des Hettogewinns der ganzen Spieler-

runde. Beurteilen Sie die verschiedenen Strategien nach ihrer Glite.

Text auffassen; Vielfult der Losungsmethoden (mit Binomialwahrscheinlichkeiten
bzw. Kombinatorik oder Baumdiagrammen); Erwartungswert und Varianz einer Zu-
fallsvariablen berechnen;

a),b) als Teil einer miindlichen Matura-Aufgabe, c¢) als Ausbaumdglichkeit.

¢): Baumdiagramme, Risiko eines Spielers nach Breite der Verteilung (gemessen
durch die Varianz) beurteilen.

(/3l. Coldberg, S.188)




FCRIEL VON _AYES

3) Eine Untersuchung auf Eignuno fiir den Leistungssport sei durch folgende Aus-

sagen charakterisiert:

Von den ungeeigneten Personen werden ®B% richtig und 2% falsch eingestuft,
von den geeigneten werden 95% zugelassen und 5% fdlschlicherweice als untaug-
lich hingestellt,

Aus einer grofen Gruppe, von der 90% flr den Leistungssport ceeicnet sind,

wird eine Persan willkirlich herausgegriffen und untersucht. Wie gqrof ist die
wanrscheinlichkeit, daB diese Person

al leistungsfdhig ist, obwohl sie als ungeeignet gekennzeichnet wird,

o) leistungsunfdhig ist, cobwohl sie als leistungssportfihig eincestuft wird?

c) Beurteilen Sie die Glite des Verfahrens.,
)

d) F sei ein Ereignis aus dem Stichprobenraum S mit P(F) # O. Die Ereiqgnisse

E1, E, und E, mbgen eine Zerlequng von S bilden. Bekannt seien die Wahr—
scheinlichkeliten PE (F) und P(Ei), i=1,2,3. Geben Sie die Formeln fiir die
wahrscheinlichkeitefi PF(Ei)’ i=1,2,3 an und beweisen Sie diese. (Formel
von Bayes)

Analog flir Krebstest, Daten Heigl-F. S. 248, auch mit aktuellen Daten wie aus
dem omindsen Zuckertest in Wien (1981). Text umsetzen, geeignete Rezeichnun-
gen wihlen; bedingte Wahrscheinlichkeit; Formel von Bayes oder Baumdiagramm;
Interpretation der Ergebnisse; Bewerten eines aufermathematischen Sachverhalts
mittels mathermatischen MModells; eventuell Deutung als subjektive VWahrschein-
lichkeit; Beweis. Ganzes Beispiel oder Teil eines schriftlichen atura-Bei-
spiels, auch fiir die mindliche Priifung.

(Altheff, s. 23)

VERTEILUNGEN (BINGMIALVERT., POISSCNVERT., HORMALVERT,)

l4) Englische Statistiker zihlten die VI-Einschlige in London wihrend des letzten

Krieces. Sie teilten Londen in 576 Teilgebiete von je 25 ha ein. Inscesamt
gab es 537 kinschldge, im Durchschnitt also 0,9323 Einschlige pro Gebietsein-
heit. z(k) sei die Anzahl der Gebiete mit k Einschligen. Das Auszdhlungser-
gebnis entnehmen wir folgender Tabelle:

k’012345

z(k)l 229 211 93 35 7 1

a) Man berechne die empirische Verteilung.

b) Man berechne die Wahrscheinlichkeiten flir Gebiete mit k Einschldgen nach
der entsprechenden Poisscnverteilung.

c) Man berechne die theoretische Anzahl der Gebiete mit k Einschl&cen.
d) Deurteilen Sie die Glte der Ubereinstimmmng theoretische-empirische Ver-
teilung. Was schliefen Sie daraus?

Text vergleichsweise einfach; relative [dufigkeiten berechnen; wissen, daB A=%;
entsprecnende Polssorwahrscheinlichkeiten P, (k) berechnen konnen; zu d): die
Voraussetzungen fir die Poissonverteilung (Binomialverteilung) kennen: es war
kein gezielter BeschuB moglich.

(vgl. Heigl-F., S. 170)
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Sikinien hat 50 000 00O Wanlberechtiate und nur zwei Parteien: die Griinen und
die Blaven. Das ganze Land ist in 500 wahlkreise mit je 100 OO0 Wihler einge-—
teilt. Es herrscht Mehrheitswahlrecht. In jcdem Wahlkreis kandidiert ein Gri-
ner und ein Blaver Kandidat. Der Sieger zieht ins Parlament ein und der Ver—
lierer hat das Nachsehen. DRie Bevdlkerung ist homogen iber das Land verteilt.
a) Bei einer Wahl haben die Grimnen 51% der Stimmen auf sich vereinigt. Wie vie-

le Kandidaten haben sie durchgebracht?
b) Wieso funkticniert die Mehrheitswahl?
W (ein Wahlkreis grun)=p1 aus B 100.000; 0,51; W (alle Wahlkreise griin) aus
BSOO;pl; erwartete Anzahl der griinen Wahlkreise = E(BSOO;p ); Varianz = Var
Bs00;p
Fragestéllung, Kriterium erst finden, Binomialverteilung auf zwei verschiedenen
Stufen, Normalapproximation, EBnp Var (Bnp).

y

(vgl. Engel, S. 132)

); b) es gibt Abweichungen von homogener Verteilunlg der Wihler. Offene

Die Verwaltung einer Stadt stellt 2000 Strafenlampen auf. Die Lampen haben eine
durchschnittliche Brenndauver wvon 1000 Stunden bei einer Standardabweichung von
200 Stunden. Treffen Sie "geeignete" Annahmen und berechnen Sie:

a) Wie viele Lampen werden voraussichtlich wdhrend der ersten 700 Betriebsstun-
den ausfallen?

b) Wie viele Lampen wercen innerhalb der Betriebszeit von 900 bis 1300 Stunden
ausfallen?

¢) Nach wie viel Betriebsstunden miissen wir mit einem Ausfall von 10% cdes
Lanpenpestandes rechnen?

d) Interpretieren Sie die Ergebnisse.

Normalverteilung, Standardisieren, Fraktile, Tabellenlesen, Interpretation, zu
d) etwa: Normalvt. nur Annahme, bei normalem Verlauf - Vandalen nicht einge-
plant, Qualitdt hat sich seit Voruntersuchung nicht gedndert, Ausfdlle unab-
hidngig voneinander etc.

(vgl. Moroney, S. 129-132)

Die Groge von Werkstiicken sei normalverteilt N (um, 6“2) v K0 5 2 seien einstell-
bar. Die Kosten pro Werkstiick seien in Abhdngigkeit von g, 6© gegeben durch:
ap +b/5 .

Man finde eine kostenoptimale Einstellung der Maschine, wenn mindestens 90%
der Werkstiicke mindestens die Grdfe c erreichen sollen.

Auch mit konkreten Zahlen. Normalverteilung, Standardisieren, Fraktile, Ta-
bellenlesen, Extremwertaufgabe mit ungewdhnlicher Nebenbedingung (eventuell
Hinweis darauf gegeben). Interessante Verbindung zweier Teilgebiete, ohne Drill
als Matura-Aufgabe geeignet?

ERWARTUNGSWERT, VARIANZ

8)

Ein Geschdft bietet seinen Kunden flir ein von ihm verkauftes Gerdt einen War-
tungsvertrag an, in dem es sich verpflichtet, die im Lauf eines Jahres an zwei
wesentlichen Einzelteilen e, und e, anfallenden Reparaturen kostenlos auszu-
fihren. Erfahrungsgens falien beiée Einzelteile innerhalb eines Jahres mit
der Wahrscheinlichkeit 1/10 aus. Es wird ancenommen, daB die Ausfdlle der Ein-
zelteile unabhidngig erfolcen und daB ein repariertes Teil innerhalb des glei-
chen Jahres nicht noch einmal ausfdllt.

Die Reparatur von e, kostet dem Geschdft 100 CM, die von e, 200 DM.
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e viele Warcunosvertrice missen mindestens laufen
n en N

1 , davit das arithreti-
sche Mittel der anfallenden Feparaturkesten rit 2iner 2'\"11“ rscheinlichkeit
von mehr als 20% ur hochstens 10 DM wor: Erwartun w\art ey Wartunoskesten
abwelcht? Interpretieren 5ie die Ercebnisgse im Hi lick auf Kleino una

crofe Betriebe,

d) Sei die Ausfallwabhrscheinlichkeit p aus einer Stichprobe qeschitzt: 95%-xon-
rs 1 ): ~ H .t N : 1 n -

{(=s,=) . Ceben Sie cdaraus den “"schlimesten" und den besten
1Y

Fall flir den Erwartungswert an, Hitte man einen groferen Stichprobemmfanc

™

zur Schdtzung van p verwenden sollens:

fidenzintervall

0

N

Text autfassen; me.mm%rfzr*rv Vertellung einer “ufallsvariablen bestimmen;
EX, VX; L‘::C_.leb\’SC“LiISChe Invlﬂ( wune oder Normalapproximation bel Kenntnis
LERYS

von "Xy unabhiingig \C\ <eo = \a {ZXi) = y_Var {‘\.1)"; Interpretation des

[« 3

Ggz; d): Ubertragung von Kenfidenzintervallgrenzen, Bewertung der Genauighelt
von Schdtzungen.

(vgl. Heigl-F., S. 147)

STATISTISCHE DCURTEILUNG

G) Ein Kandidat einer Partei ldft in seinem Wahlkreis eine Urfrage durchfiiiren,
un zu erfahren, wie viele Stimmen er voraussichitlich erhalten wird, Von 320
Befragten ceben 168 an, ihn widhlen zu wollen.

a) Wird er die absolute Mehrheit der Stirmen im Wahlkreis erreichen?

b) Aus innerparteilichen Griinden wire es fiir ihn wichtig, sein letztes Wahl-
ergebnis - 48,2% der Stimren zu Ubertreffen.
Wird er es schaffen?

c) Flir eine Direktwahl geniigen erfahrungsgemdf 46,5% der Stimmen.
Kann er mit dem Direktmandat rechnen?

Offen insofern, als keine Konfidenzzahlen festgelegt sind; a) KI oder Hypo-
thescntest, 'besser' einseitiger Hypothesentest, b) und c¢) KI,

(Strick, $.73)

10) Mit einem Hand-Dominanz-Test stellt man fest, ob Kinder im Alter zwischen 6
und 10 Jahren eher als linkshdndig oder als rechtshindia zu bezeichnen sind.
11% der getesteten Midchen und 13% der getesteten Juncen sind Linkshdnder

a) Bei einem Einschulungstest im 1. Schuljahr fand men in einer Gruppe von
117 Mi3dchen und 125 Jungen 18 bzw. 10 Linkshinder.
Sind die Ergebnisse mit den o.a. Prozentsditzen vertridclich?

b) Bei einem Test von 305 14jdhrigen Midchen erwiesen sich 20 als Linkshinder;
bei 312 gleichaltrigen Jungen waren dies 25,
Leutet dies darauf hin, dag Jugendliche ihre Linkshindigkeii werlernen?

¢) Die Prozentsdtze 11% bzw. 13% wurden aus einer Stichprobe von 677 Midchen
bzw. 629 Jungen gewonnen,
Wie genau kann man aus diesen Stichoroben die Anteile der Linkshinde
schitzen?
(Sicherheitswahrscheinlichkeit 95,5%)
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Text erfassen; erkennen, daf KI zur Beurteilung herangezogen werden sollen;
Testen von Hypothesen, KI; Deutung der Ergebnisse durch reale Sachverhalte.

{Strick, S.1§Q)

Der Produktionschef einer Firma schligt in einem Bericht die Einstellung ven
zusdtzlichen Reparatur-Handwerkernvor. Seine SchluBfolgerungen basieren auf
der Annahme, daS im Mittel 2C% der Maschinen der Firma tiglich eine Durchsicht
erfordern, d.h. die Wahrscheinlichkeit, daB eine Maschine an einem Tage (Ma-
schinen-Tag) einen Handwerker braucht, betrdgt 0,20. Der Direktor der Firma
will diese Annahre priifen, da die SchluBfolgerungen davon abhingen, ob die an-
genomrenen 20% zu hoch oder zu niedrig sind. Es sei angenomren, dag nur 20
Maschinen-Tage beobachtet werden, und daB der Direktor ein hdchstens 10%iges
Risiko auf sich nehmen will, die Annahme zu verwerfen, wenn sie zutrifft

(¢« =0,10) .

a) Formulieren Sie eine Null- und eine Gegenhypothese und erkliren Sie die An-
wendungsroglichkeit  der Binomialverteilung (d.h. definieren Sie Versuch,
Experiment, Niete usw.)

Setzen Sie eine vernlinftige Entscheidungsvorschrift fiir das Testen der Null-
hypothese fest.

An den 20 becbachteten "Maschinentagen" wurden 7 Reparaturarbeiten nétig.
Wie grof ist Signifikanz dieses Ereicnisses? Ist es ungewshnlich bei einer
O, 10~Signifikanz-Schranke?

Zeichnen Sie zu der Glitefunktion der Entscheidungsvorschrift in b) den
Graphen und in der gleichen Figur auch den Graphen einer idealen Entschei-
dungsvorschrift, bei der die Wahrscheinlichkeiten fiir beide Arten von Feh-
lem null sind.

b)

c)

d)

Text umsetzen; Begriinden des mathematischen Modells; Formulieren der Hypothesen
und der Entscheidungsvorschrift; Berechnen der Signifikanz des Ergebnisses.

(Goldberg, S.292)

Zwei Schlafmittel "Trdum-siif" und "Schlaf-wohl" werden an 10 Testpersonen er—
probt. Bei 8 Personen fithrt "Tr&um-sii8" zu einer lingeren Schlafdaver als
"Schlaf-wohl" wdhrend es bei 2 Personen umgekehrt ist.

Testperson Nr. 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Schlafdaver bei
"Trium-sif"” in Std. o0 7,4 59 94 86 8,2 7,6 8,1 6,2 8,9
Schlafdaver bei
"Schlaf-wohl" in 5td. 6,8 7,1 6,8 8,3 71,9 1,2 7,4 6,8 6,8 8,1
Differenz + + - + + + + + - +

a) Die lypothese, daB beide Schlafmittel gleich wirksam sind, ist zu testen.
Als Testkriterium ist die Anzahl der Fdlle heranzuziehen, in denen "Trium—
slis" besser gewirkt hat (Anzahl der Pluszeichen). Wie soll die Unvoreince-
normenheit cegeniliber den beiden Mitteln ausgedriickt werden? Formulieren Sie
entsprechende Hypothesen und filihren Sie den Test durch.

b) wie a), nur soll mn "Schlaf-wohl" ein bewdhrtes Mittel darstellen, wihrend
"Trium-siB"” ein neues Prdparat ist, das sich erst in der Testphase befindet.

ilypothesentest, einseitig und zweiseitig, Umdeutung von Hypothesen iber die
Wirksamkeit von Schlafmitteln in solche iiber eine binomialverteilte Zufalls-
variable; Verinderung der Realsituation schldgt sich in der Wahl des Testver-
fuhrens nieder,

YT N
S.2020

(vgl. Heigl-F.,
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Mittels ciner Zeltstudie sell der durch Stdruneen bedinate Mnteil der Petriebs-—
mittelleit einer teuren Maschine ermittelt werden. Dieser wird von den Arbei-
tern auf ca. 10% geschdtzt. Im Rahmen der Untersuchungen aeht ein Zeitstudien—
ram zu zufillig gewdhlten Zeitpunkten durch den Retrieb und steilt fest, ob die
Maschine gestOrt ist.

a) wie viele Beobachtungen miissen gemacht werden, um zu prifen, cb der von den
Arteltern angecebene Prozentsatz bei einer Abweichung von 1% mit 95% stati-
stischer Sicherheit gilt (d.h. (0,1-0,01; 0,1+0,01) ist das $5% Toleranz-—
ccer Konfidenzintervall).

Bei einer Zwischenauswertung nach 100 Beobachtungen wird eine relative Hiu-

figkeit von 16% flir StSrungen ermittelt. Welche Aussacen lassen sich iiber
den tatsdchlichen Prozentsatz der StSrungen machen?

&)
<

Text umsetzen, Schdtzbereiche, Konfidenzintervalle, nétigen Stichprobenunfang
bestimmen.

STATISTISCHE QUALITATSKONTROLLE  (SEK)

15

15)

Ein Obsthdndler vereinbart mit dem Lieferanten einer gréferen Menge von lasel-
nissen, daB er einen bestimrten Preisnachlaf bekommt, wenn “"der Anteil p der
im Inneren schon vertrockneten Nisse 10% der cesamten Lieferung Ubersteigt”.
VereinbarungsgemiB soll das der Fall sein, wenn aus der Menge von 100 zufdllig
der Lieferung entnommenen Nisse mehr als 10 im Inneren schon vertrocknet sind.

a) Warum kann man fiir die Anzahl X der vertrockneten Niisse in der Stichprobe
vom Umfang 700 mit einer Binomialverteilung rechnen, obwohl es sich bei der
Stichprobe um eine Ziehung cime Zurlicklegen handelt? Interpretieren Sie b
als Wahrscheinlichkeit.

b) Wie groB ist das Risiko des Lieferanten, einen Preisnachlaf gewihren zu
missen, ocbwohl nur 10% der Haselniisse vertrocknet sind?

¢) Wie groB ist das Risiko des Hindlers, keinen Preisnachla8 zu erhalten, obwohl
15% der Nisse vertrocknet sind?

d) was flr ein Entscheidungsverfahren (statt des vereinbarten) miiSte bei gleichem
Stichprebenurfang 100 genormen werden, damit der Handler mit einer Wahrschein-
lichkeit von ndchstens 5% zu Unrecht einen Preisnachlafi erhilt?

e) Flr die Wullhypothese Ho:p:;0,1 werde als Entscheidungsregel gencmmen: Ver-

wirf HO +» X > 15. Zeichnen Sie daflir den Grapnen der Giitefunktion
100
g:[0;1] »[0;1] mit g(p)=2__ b(100;p;i).
i=16
f) Erldutern Sie daran, bezogen auf das obige Beispiel mit den Haselniissen, die
inhaltliche Bedeutung der Funktionswerte g(p).

g) Was bedeutet bei dem Beispiel die Sprechweise "Die Nullhypothese Hb:ps:0,1
soll auf einem Signifikanzniveau von 5% getestet werden?

Text erfassen, Hypothesentesten, Fehler 1. und 2. Art, Glitefunktion, Inter-
pretation der LErgebnisse.

(Althoff, S5.24)
a) Man zeichne die OC-Kurven fiir die beiden Stichprobenpline N=500 n=50 d=0 bzw.
d=1 und diskutiere das daran ankniipfende Entscheiduncsverhalten.

b) Der Procduzent halte normalerweise 1% Schlechtanteil ein (Gutgrenze), ver-
traglich sei vereinbart, daB 10% nicht iberschritten werden sollen (Schlecht-




T 240 -
grenze) . Berechnen Sie Konsumentenrisiko und Produzentenrisiko zu den Priif-
plinen in a). Stellen Sie die Verteilung der Schlechtsticke graphisch dar,
wenn tatsdchlich p=0,01 bzw. p=0,10 ist, und schraffieren Sie Produzenten-
und Konsumentenrisiko.

c) Jede abgelehnte Sendung unter a) wird zu 100% kontrolliert. Die zu erwar—
tende Prifdichte ist in Abhincigkeit des tatsdchlichen Ausschuforozentsatzes
graphisch darzustellen (p=0,01, 0,02, 0,03, 0,05, O,1).

Beneriungen: N Umfang der Crundgesamtheit, n Umfang der Stichprobe, d Annalme-
zahl, d=1 bedeute: eine Sendung wird nur dann angenonmen, wenn die Anzahl der
schlechten Stiicke in der Stichprobe kleiner gleich 1 ist; dic OC-Kurve gibt
an, wie grof§ die Wahrscheinlichkeit der Ablehnung ciner Sendung in Abhingig-
keit vom tatsichlichen Ausschuflprozentsatz ist (Glutefunktion).

Es ist verninftig, das Beispiel mit Poissonapproximation rechnen zu lassen. Der
grolle Vorteil einer SQK-Einkleidung ist, daB Fehler 1. und 2. Art eine 'natiir-
liche" Interpretation haben.

Text erfassen: Poissonapproximation; Fehler 1. und 2. Art, Giitefunktion, Be-
werten der Ergebnisse, Vertrautsein mit Jargon und Begriffen der SQK.

(vgl. nach Moroney, S. 155 f; weitere Beispiele zur SQK: Ineichen S. 42-44,
ab S. 83, Heigl-F., S. 201 u.a.).

Berechnen Sie

Alter liberlebende

a) die (bedingte) Wahrscheinlichkeit, daB eine 30-jdhri- X L

ge Frau, ein 35-jdhriger Mann, die ndchsten 40 Jahre minnlich weiblich
Uberleben,

0 | 100.000 100.000
b) die Wahrscheinlichkeit, daB der Mann noch lebt, die 5 96.654 97.429
Frau nicht mehr lebt, und umcekehrt, sowie, daB beide 10 96.377 97.261
nach 40 Jahren noch leben. 15 96.114  97.109
20 95.353  96.820
¢) Welche Voraussetzungen muften Sie in b) treffen? Dis- 21 32.145 92.772
i i ie "Zuldssi it" di Ve 22 .939 96,714
kutieren Sie die "Zuldssigkeit" dieser Voraussetzun— 3 94.730 96 656
gen. 24 | 94.536 96.598
d) Berechnen Sie nidherungsweise die mittlere Iebenser- 25 94.348  96.540

. cery s 30 93.479 96.234
wartung eines 71-jdhrigen Mannes. 35 92.485 95.830

. 23 3 40 91.066 95.196
e) px'lx+1/lx x=0,1,..w (hdchstes Alter in der Sterbe— 45 89°099 94203

. P P - .. . 50 86.346 92.638
tafel); 4L 1 Pyi nPx Py Pyt * Prrn-1 Interpre- e 82150 9% 319
tieren Sie ! 60 76.014  86.969

Per Txr nPx ) ) _ 65 66.625 B1.641

f) Die Zufallsvariable Z "Jahre, die eine bestimmte Per- 70 53.491  73.047
son im Alter x noch zu leben hat" nehme (der Einfach- 75 37.658 59.742
heit halber) die Werte 0,5, 1,5, .. an. 80 22.104  41.735
70 Sie: Fir die mittlere E(Z) 85 9,867 22.110
elgen sie: Lebenserwartung % 2.975  7.869
gilt:

1+1  +...41
E(Z) = X X+1 v - 0,5 wwie in e)
b4

g) Eine Versicherungsgesellschaft schlieft mit einem 20-jdhrigen einen Vertrag
ab tiber 100 000, Laufzeit 5 Jahre. Welchen Betrag an jdhrlichen Pramien soll
sie vorschreiben? Diskutieren Sie Ihr Ergebnis.

Text, teilweise mit Formeln, erfassen; Unabhdngigkeit; (bedingter) Erwartungs-
wert, Bedeutung des Erwartungswerts; Tabellenlesen; Beweis; Anwendung im Ver-
sicherungswesen; g): offene Problemstellung.

(Teilweise aus Ineichen S.114f, S.76; Coldberg, S.91; 4hnliches Beispiel in
Strick, S.103)
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a) In einer Auscancgsporulaticon seien nur Individuen vom Genotyp AA urnd vam Ge—
nctyp BB im Verhdltnis 75:25 vorhanden.
Mit welcher Wawscneinlichkeit freten bei zufilliger Partnerwahl Ehen vam
Tvo AA x AA, AA ¥ BB bezw. BB x BB auf (Ausgangsceneration)?

Mit welcher wahrscheinlichkeit treten bei den Kindemn die Genotypen Al A3
bzw. BB auf (1. Gereration)?

o
~—

c¢) Mit welcher Wahrscheinlichkeit treten in dieser 1. Generation Ehen vam Typ
AA x PA, DA X AB, AA X BB, AB x AB, AB x BB bzw. BB x BB auf?
Mit welcher Wahrscheinlichkeit treten bei deren Kindern (2. Generation)
die Genotypen AA, AB bzw. BB ant?

d) was folgt fiir die weiteren Generaticrnen?

e) Mit welchen Anteilen sind die Allele A bzw. B in den verschiedernen Ceneratio—
ren vertreten?

Baundiagramme, Unabhiingigkeit; Erkennen eines Systems; Kenntnls der genetischen
Sachverhalte und Bezeichnungen.

Remerkungen: Triger der Erbanalgen (Gene) sind die Chromosomen in den Zellkernen.
Verschiedene Zustinde eines Gens .. Allele (A, B,..). Zellkerne erhalten einen
doppelten Chromosomensatz, der Genotyp einer Zelle entsteht durch zufidliige
Kombination je einer Hilfte des viiterlichen und miittevlichen Chromosomensatzes.
Punkt e) der Aufgabe ist Inhalt des sogenannten llardy-Weinberg-Gesetzes.

(Strick, S.84)

Wir betrachten die Blutcruppen O, A, B und AB beim Menschen. Diese Blucgruppe
wird bewirkt durch das Vorhandensein von genau zwel von drei allelen Cenen,
die wir eckenfalls mit O, A, B bezeichnen wollen. Sumit sind sechs Genctypen
miglich: ©O, A7, BB, MO, BO und 2B.

Nun ist das Gen O rezessiv, die Gene A und B daminani. Deshalb entsprechen den
sechs Genotypen nur vier Phidnotypen, eben die vier Blutgruppen O (wenn 00O vor-
handen), A (wenn AA oder AO vorhanden), B (wenn BB oder BO) urd A3 (wenn AR).

wWir nehmen an, das Gen O trete in

einer Bevdlkerung mit der Wahr- Population Umfang der | rel. Hiufickeit in %
scheinlichkeit r auf, Gen A mit p, Stichprobe (o) A B %)
Gen B mit q; pratr = 1.
. . s austral. Ur-
a) Welche Wahrscheinlichkeiten er- eirmohner 54 (42,657,411 0 0
geben cich dann flir jeden der Chinesen 1000 | 30,7 (25,1 134,2 10,0
ier Phanot ? Wir setzen da- Deutsche 39174 36,5142,5114,5 6,5
\éi.r 1Ot dagexﬁl S . Eskimos 146 |55,5[43,8| 0 | 0,7
=1 voraus, dalb Paarungen im Englinder 422 47,9 |42,4 | 8,3] 1,4
Hinblick auf die Blutgruppe rei- Indianer 00 (9N 7 ? 0
ne Zufallspaarungen sind (flr {taliener 540 45,9 33,2 17,3 zé
ey o 2 telanesier 50 37,6 144 13,2 ¢
S fd + . i ’ r Ll ’
Blutgruppe A ergibt sich po2or). | )0 cior 413 136,5|60,3| 2,2 0,5
b) Bestimmen Sie 95,5%-Konfidenz- Russen 489 131,91 24,4 24,9 8,8

intervalle fiir die Anteile, mit
denen die Blutoruppen O, A, B,
AB in verschiedenen Populationen auftreten!

c) Schitzen Sie den Anteil der Personen mit Genotyp AA bzw. AO in der BevOlke—
rungsgruppe der australischen Ureinwohner.
Hinweis: Mur Genotyp OO ergibt Blutgruppe O und Ergebnis von a).

d) Schitzen Sie die Anteile der Allele A, B und O nach dem Hardy-Weinberg-Ge-
setz!

Text erfassen; Bezeichnungen und Annahmen der Senetik kennen; a) Umsetzen des

Anwendungstextes in ein Problem der Wahrscheiniichkeitsrechnung, Baumdiagrame;

b) KI; ¢) und d) Erfassen wichtiger Beziehungen, Gleichungen aufstellen, losen.

(Vgl. Ineichen, S.77 bzw. Strick, §.90)
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DeMOSKOPIE
Siehe etwa Strick, S.82f

JUVERLASSIGKE I TSTHEORIE
Siehe etwa Heigl-F., 5.249, Engel, S.91.

Weitere Beispiele,die zur Matura geeignet sind, befinden sich etwa in Blirger-
Fischer-Malle Mathematik Cberstufe, Band 4, 4450 - 4473, Seite 295-301.

LITERATUR FIR BEISPIELE AUS DER STOCHASTIK:

Althoff, H.: Vorschldge flr Abituraufgaben aus der Stochastik. In: Stochastik im
Schulunterricht, Holder-Pichler-Tempsky, Wien, 1981.

Drei nach verschiedenen Schwierigkeitsgraden abgestimmte, in viele Teilaufgaben ge-
gliederte Matura-Beispiele mit Losung.
Arnold, H.; Kirschenhofer, W.: Aufgabensammlung zur Wahrscheinlichkeitsrechnung mit

didaktischen Beitrdgen I u. II, Hefte 9 und 10 des Instituts f. Math., Universitit
Linz, 1978 u. 1979.

Teil 1: Wahrscheinlichkeitsrechnung, 120 vollstidndig gelSste Beispiele mit Kommen-
tar; u.a. zur Formel von Bayes (Krebs-Test)), ein Beispiel zur Genetik (Vererbung
der Blutkrankheit Himophilie, sehr interessant, Kommentar leider zu kurz), viele
Aufgaben zur Kombinatorik, Teil 2: Verteilungen, beurteilende Statistik, auf Matura-
Beispiele wird explizit eingegangen.

Bangen, G.: Wahrscheinlichkeitsrechnung und mathematische Statistik, Diesterweg Salle,
Frankfurt, 1974.

Diskrete - stetige Verteilungen, auch mehrdimensionale, Korrelationskoeffizient;

viel zum Hintergiund, etwa: Stellung der Gliicksspiele in Wahrscheinlichkeitsrech-
nung, Anwendungen in Physik, Deutung von Wahrscheinlichkeit; vom Standpunkt des An-
wenlers in der Physik geschriebten. ‘

Rarth, F.; Bergold, H; Haller, R.: Stocchasti 1 u. 2, Fhrenwirt, Minchen, 1980.

Teil 1: Wahrscheinlichkeltsrechung bis Gesetz der groflen Zahlen; Teil 2: Zufalls-

, en, Binomial-, Poisson-, Normalverteilung, Testen von LvroLuvsrn Parameter-
schidtzung, Konfidenzhereiche, wnfangreiches, Vlelqutlgea \nqeoot an Ubungsaufga-
oen, hl%iﬁ “1sche “o*l"“n geht auch auf Hintergrund, Deutung von Wahrscheinlichkeit
etc. ein; auch als 1LLJthdgwezk geeignet.

H.: Wahrscheinlichkeitrechnung und Statistik, Grmindkurs, Leistungs-—
sbermarn, Braunschweiqg, 1980.

hreibende Statistik, Wahrscheinlichkeit, Zufallsvariable, beurteilende Statistik;
mithematisch orientiert, geht von Axiomen aus, viele Jb“wo aufgaben aus ver-

n=ten Gebieten; Grundkurs: stirkere Betonung von Lapia;e Wahrscheiniichke eiten;

Lehrbuch .
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Brenner, J.; Iesky, B; Vogel, A.: Wahrscheinliohkeitsrschnung und Statistik, Didak-
tische Materialien fur Grund- urd leistungskurse, Klett, Stuttgart, 1530.

Beschreibende Statistik, von Verteilungen nur Binomial-, Normalverteilung, dafir
beuttellgnde btatlsglk, viele (75) durchgerechnete Beispiele; als Material ~ur Leh-
rerfortbildung konzipiert.

ILnoel, Ali'WahrscheiuLichkeitsrechnung und Statistik, 1 u. 2, Klett, Stuttgart, 1973.

Teil I: Kombinatqrik, stapistischg Anwendungen, Simulation, Verteilungen (auch hyper-
geometrische), y “-Test; viele, originell gestaltete Aufgabenstellungen (mit Losung);
pragmatisch, wenig zum Hintergrund; Teil 2: Markow-Ketten, Spieltheorie wu.a.:; Dar-
stellung elementar.

Goldserg, S.: Die Wahrscheinlichkeit - Eine Einflhrung in Wahrscheinlichkeitsrech-
nung und Statistik, Vieweq, Braunschweiqg, 1973,

Axiomatische Darstellung, nur endliche Wahrscheinlichkeitsrﬁlme, viele, interessan-
te Beispiele, viele Aufgaben (zur Hilfre mit Ldsung), Nachschlagwerk,

Heigl, F; Feuerpfeil, J.: Stochastik, Grundkurs, Leistungskurs, Bayerischer Schul-
buchverlag, Minchen, 1976.

Strukturmathematisch orientiert, der mathematische Aspekt der Stochastik kommt durch
die sehr klare Gliederung des Texts gut heraus, beim Testen von Hypothesen ist die-

se Variante von Stochastik eventuell hinderlich, die Grenzen der Vertfahren zu er-
kennen; Lehrbuch, Nachschlagwerk.

Ineichen, R.: Einflihrung in die elearentare Statistik und Wahrscheinlichkeitsrechnung,
Raeber, Luzerm-Stuttgart, 1977.

Berlcksichtigt beurteilende Statistik, vielfdltige Anwendungen (Medizin, Cenetik,
SQK), viele Reispiele, Aufgaben (mit knapper Ldsung), Darstellung elementar.

Ineichen, R.: FElementare Beispiele zum Testen statistischer Hypothesen, Orell Fissli,
Zlrich, 1978.

K0nfidenzinterva11e,Tésts fir Mittelwerte, auch fir zwei Mittelwerte, Tests fir Va-
rianzen, }?«Test, SQK; zu jedem Testverfahren wird ein Beispiel gemacht und der
theoretische Hintergrund erldutert; dabei interessante Anwendungen.

Moroney, M.J.: Einfthrung in die Statistik, Oldenbourg, Minchen-Wien, 1970.

Nicht im Stil eines Lehrbuchs, soll den Ungang mit statistischen Aussagen erleich-
tern; Teil 1: Viele '"'reale" Beispiele, teilweise zum Abbau von Fehlvorstellungen,
Hintergrund der Anwendung statistischer Methoden (z.T. in Anekdoten); beschreiben-
de Statistik, Binomial-, Poisson-, Normalverteilung, statistische Qualititskon-
trolle, beurteilende Statistik; Teil 2: spezielle Statistische Methoden (Zeit-
reihen u.a.); wenig Ubungsaufgaben mit knapper Lésung.

Strick, H.K.: Einfihrung in die beurteilende Statistik, Schrtdel, Hannover, 1980.

Direkter Zugang zur beurteilenden Statistik unter starker Reduktion wahrscheinlich-
keitstheoretischer (innenmathematischer) Zusammenhidnge, im Zentrum stehen Binomial-
vertellungen, empirisch wird erarbeitet: 95% der Verteilung liegt ungefihr im 2-6-
streifen um den Erwartungswert. Damit erhilt man Prognose-Intervalle, in der Um-
kehr Konfidenzintervalle bzw. Entscheidungsregeln fiir Parameter-Tests. Anwendungs -
kontext vielfdltig, realitdtsnahe: Demoskopie, Statistische Qualitdtskontrolle,
Cenetik, Zuverldssigkeitstheorie, Versicherungsmathematik u.a.; einige Beispiele ha-
ben den Charakter der Férderung der Emanzipation im politischen Leben. Lésungs-
heft mit ausfihrlichem Kommentar.






